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Abstract

Trucks, multi-axle buses and articulated vehicles, which can only turn front wheels assembly when obviating or 
overtaking due to the structure of the wheels and suspension system are vulnerable to slipping in the tyres-road 
surface area. It is a frequent cause of accidents with such vehicles. Parking manoeuvres (handlings) of the 
discussed vehicles are difficult. The width of the lane the vehicle occupies during the travel along curvilinear 
trajectory grows with the turn angle of the tractor’s front wheels and with the trailer’s length. That is why 
designing solutions offering all wheel steering or steerable axles are gaining ground again. The current work uses 
a simplified dynamic model of an articulated vehicle with all wheel steering and composed of a two-axle tractor 
and three-axle log-carrying trailer in motion on a bend. The model helps carry out a qualitative analysis of wheel 
steering to avoid slipping in the pneumatics-road surface area. The control of the wheels turn angle should make 
the rear wheels of the trailer cover or follow most closely the path of the tractor’s front wheels during travel along 
curvilinear trajectory. This solution results in decreased tyre abrasive wear, which considering the number 
of wheels, leads to the reduction of operating costs for such vehicles. To this end of the function of rear wheels turn 
control in relation to the front wheels turn angle chosen by a driver must be found. By solving the system of motion 
equations for the discussed vehicle model in curving action, relationships between front and rear turn angles, 
velocities of tractor’s and trailer’s centres of mass movement will be determined. It will also be possible 
to determine the articulated vehicle trajectory for its prescribed design and exploitation parameters. The results 
will be generalized for three-dimensional models of multi-axle vehicles and articulated vehicles with all wheel 
steering. 
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ZAGADNIENIE LEDZENIA PRZEBIEGU TORÓW KÓ  OSI PRZEDNIEJ 
PRZEZ KO A OSI TYLNYCH SAMOCHODOWEGO POJAZDU 
CZ ONOWEGO DO PRZEWOZU D U YC PODCZAS RUCHU

NA UKU DROGI 

Streszczenie

Pojazdy ci arowe i autobusy wieloosiowe oraz pojazdy cz onowe posiadaj ce jedynie mo liwo  skr tu kó  osi 
przedniej w przypadku wykonywania manewru omijania przeszkody b d  wyprzedzania ze wzgl du na struktur
uk adu jezdnego nara one s  na wyst pienie zjawiska po lizgu w obszarze wspó pracy ko a ogumionego 
z nawierzchni  jezdni. Jest to cz sto przyczyna wypadków z udzia em tego typu pojazdów. Manewry parkowania 
takich pojazdów s  znacznie utrudnione. Szeroko  zajmowanego pasa drogi podczas ruchu po torze 
krzywoliniowym jest tym wi ksza im wi kszy jest k t skr tu kó  przednich ci gnika i im d u sza jest naczepa. 
W zwi zku z tym wraca si  do rozwi za  konstrukcyjnych wszystkich kó  skr tnych b d  osi skr tnych w tego typu 
pojazdach. Niniejsza praca wykorzystuj c model dynamiczny pojazdu cz onowego posiadaj cy mo liwo  skr tu 
wszystkich kó , sk adaj cy si  z dwuosiowego ci gnika i trzyosiowej naczepy do przewozu d u yc - znacznie 
uproszczony, poruszaj cy si  na uku drogi, stanowi analiz  jako ciow  problemu sterowania ko ami ze wzgl du na 
unikni cie po lizgu w strefie wspó pracy pneumatyka z nawierzchni  jezdni. Sterowanie k tem skr tu wszystkich 
kó  ma prowadzi  do pokrycia b d  maksymalnego zbli enia ladów kó  osi przedniej ci gnika i ladów kó  osi 
tylnych naczepy pojazdu cz onowego poruszaj cego si  po torze krzywoliniowym. Wynikiem tego jest zmniejszenie 
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zu ycia ciernego opon, co przy du ej liczbie kó  jezdnych prowadzi do obni enia kosztów eksploatacji tego typu 
pojazdów. Niezb dne jest znalezienie funkcji sterowania skr tem kó  tylnych w zale no ci od k ta skr tu kó  osi 
przedniej, wybranego przez kieruj cego pojazdem. Rozwi zanie uk adu równa  ruchu rozwa anego modelu 
pojazdu poruszaj cego si  na uku drogi pozwoli na okre lenie zale no ci mi dzy k tami skr tu kó  przednich 
i tylnych, pr dko ciami przemieszczania rodków mas ci gnika i naczepy. Mo liwe b dzie wyznaczenie toru ruchu 
pojazdu cz onowego dla zadanych jego parametrów konstrukcyjnych i eksploatacyjnych. Otrzymane wyniki b d
w dalszych rozwa aniach uogólnione na przestrzenne modele pojazdów wieloosiowych i pojazdów cz onowych 
z mo liwo ci  skr tu wszystkich kó .

S owa kluczowe: model pojazdu cz onowego, ruch po torze krzywoliniowym 

1. Wprowadzenie 

Pojazdy wieloosiowe i cz onowe oraz pojazdy do wielkogabarytowych adunków 
specjalnych [1, 3, 8, 11-12] w przypadku wykonywania manewru omijania b d  wyprzedzania 
ze wzgl du na struktur  uk adu jezdnego nara one s  cz sto na wyst pienie zjawiska po lizgu
w obszarze wspó pracy ko a ogumionego z nawierzchni  jezdni. Manewry parkowania takich 
pojazdów s  znacznie utrudnione. W zwi zku z tym wraca si  do rozwi za  konstrukcyjnych kó
skr tnych b d  osi skr tnych zarówno w pojazdach jak i naczepach wieloosiowych. Niniejsza 
praca wykorzystuj c model dynamiczny pojazdu cz onowego sk adaj cego si  z dwuosiowego 
ci gnika i trzyosiowej naczepy znacznie uproszczony, stanowi analiz  jako ciow  problemu 
sterowania ko ami ze wzgl du na unikni cie po lizgu w strefie wspó pracy pneumatyka 
z nawierzchni  jezdni. P askie modele pojazdów rozwa ane by y w literaturze przedmiotu [4-7] 
z uwzgl dnieniem hipotezy bocznego znoszenia Rocarda przy rozpatrywaniu zagadnie
kierowalno ci i stateczno ci ruchu pojazdu. 

2. Opis modelu pojazdu 

Schemat pojazdu cz onowego pokazano na Rys. 1. Przyj to, e rodki mas ci gnika i naczepy 
nie zmieniaj  swego po o enia w czasie ruchu, a p aszczyzny pionowe, w których one si  znajduj
s  p aszczyznami symetrii pod u nej ci gnika i naczepy. Zmiana kinematyki pojazdu nast puje 
w zale no ci od za o onej pr dko ci rodka masy ci gnika Vs , a k ty bocznego znoszenia i

przyjmuj  ma e warto ci. Pojazd obci ony jest si ami bocznymi Ni mi dzy nawierzchni  jezdni 
a ogumieniem, innych oddzia ywa  zewn trznych nie uwzgl dnia si . Z ci gnikiem zwi zany jest 
uk ad x1y1 zaczepiony w rodku masy Sc a z naczep  uk ad x2y2 zaczepiony w rodku masy Sn
.Ruch pojazdu cz onowego rozpatruje si  wzgl dem nieruchomego uk adu wspó rz dnych XY 
zwi zanego z nawierzchni  jezdni. Sk ada si  on z krzywoliniowego przemieszczania rodka masy 
ci gnika z pr dko ci Vc oraz obrotu dooko a rodka masy z pr dko ci  k tow c  oraz 
z krzywoliniowego przemieszczania rodka masy naczepy Sn z pr dko ci Vn oraz obrotu dooko a
rodka masy z pr dko ci  k tow n .Promienie krzywizny toru dla ci gnika Rc i dla naczepy Rn

mog  by  okre lone z wyra e :

./;/
dt
d

dt
dVR

dt
d

dt
dVR nn

nn
cc

cc (1)

Na poni szym rysunku pokazano ustawienie kó  jezdnych ci gnika i naczepy o du ej d ugo ci
i adowno ci w ruchu krzywoliniowym. Przednie i tylne ko a ci gnika i ko a naczepy s  skr cane 
w przeciwne strony. Dzi ki temu przed u enie ich osi obrotu mo e przecina  si  w jednym 
punkcie, okre lanym jako chwilowy rodek obrotu ci gnika i naczepy. Ko a naczepy, mimo jej 
du ej d ugo ci, mog  toczy  si  dzi ki temu przy ma ym po lizgu bocznym na uku drogi, zatem 
zu ycie cierne ogumienia, bardzo wa ne przy du ej liczbie kó  jezdnych w naczepie wieloosiowej 
b dzie ma e, a trwa o  du a [10-11]. 
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Rys. 1. Model pojazdu cz onowego 
Fig. 1. The two axle vehicle and three axle semi-trailer model. 

Zamieszczone na rysunku oznaczenia okre laj  odpowiednio:
a, b, a1, b1,c1,d1,c - wymiary geometryczne modelu pojazdu cz onowego 

 - k t mi dzy osi  wzd u n  ci gnika a osi  wzd u n  naczepy 

nc ,  - k t mi dzy osi  wzd u n  ci gnika oraz k t mi dzy osi  wzd u n  naczepy a 
osi  Y nieruchomego uk adu odniesienia XY 

nc ,  - redni k t znoszenia osi ci gnika oraz redni k t znoszenia osi naczepy 
Vc, ,Vn - pr dko rodka masy ci gnika oraz pr dko rodka masy naczepy 
Vsi - pr dko ci rodków poszczególnych kó  pojazdu 
i  - rednie k ty znoszenia rodków poszczególnych kó  pojazdu 
Ni - si y boczne oddzia ywania nawierzchni jezdni na pojazd 

rednie k ty znoszenia rodków kó  pojazdu okre la si  wg przyj tego modelu Rocarda 
wspó pracy ko a ogumionego z nawierzchni  jezdni z zale no ci:

i=
i

i

K
N
, (2) 

gdzie:
Ki - sztywno ci poprzeczne opon pojazdu 
W obliczeniach przyj to takie same warto ci sztywno ci poprzecznych tylnych i przednich kó

ogumionych oraz takie same warto ci k tów znoszenia bocznego dla kó  lewych i prawych 
poszczególnych osi. 
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Przyjmuj c ma e warto ci k tów bocznego znoszenia oraz takie same warto ci k tów skr tu
dla kó  osi przedniej 1 , oraz 2  dla kó  osi tylnej ci gnika a 3  , 4 , 5  odpowiednio dla k tów
skr tu kó  kolejnych osi naczepy, otrzymuje si  zale no ci na k ty bocznego znoszenia kó
poszczególnych osi: 
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Uk ad równa  ruchu pojazdu cz onowego ma nast puj c  posta :
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 (4) 

Rozwi zanie uk adu równa  (4) z uwzgl dnieniem warunku równo ci pr dko ci 20V w punkcie 
20 (X20 ,Y20) dla ci gnika i naczepy pozwala wyznaczy  funkcje )(tc  , )(tc  dla ci gnika i )(tn ,

)(tn ,Vn dla naczepy oraz ich pochodne 
dt
d

dt
di

dt
d

dt
d nncc ,, , niezb dne do okre lenia 

wspó rz dnych punktów 10 (X10, Y10 ) , 20 (X20 ,Y20) i 30 (X30 ,Y30) , 40 (X40 ,Y40) 50 (X50 ,Y50)
a nast pnie do wyznaczenia wspó rz dnych rodków poszczególnych kó  w uk adzie XY (Rys. 1). 
K t mi dzy osi  wzd u n  ci gnika a osi  naczepy mo e by  obliczony z wyra enia: 

.nc  (5) 

Sk adowe wektorów pr dko ci YXYXYXYXYX VVVVVVVVVVVVVVV 505050404040303030202020101010 ,,,,,,,,,
zaczepione w rodkach osi kó  oznaczonych jako 10 (X10 ,Y10) , 20 (X20 ,Y20) dla ci gnika i 30 
(X30 ,Y30) , 40 (X40 ,Y40), 50 (X50 ,Y50) dla naczepy (Rys. 1), mo na zapisa  w postaci macierzy: 
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Indeksy C i N przy macierzach oznaczaj  odpowiednio ci gnik i naczep .
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Gdzie A i B s  macierzami postaci: 

.
sincos
cossin

;
sincos
cossin

nn

nn

cc

cc BA  (7) 

Wykorzystuj c warunek przegubowego po czenia ci gnika i naczepy w punkcie 20 (X20 ,Y20)
mo na napisa  równania na pr dko rodka masy naczepy Vn i k ta bocznego znoszenia rodka
masy naczepy n , które przyjmuj  posta :

./)cos()sin(
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dt
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dt
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W dalszej cz ci zak ada si , e k ty skr tu kó  osi przedniej 1  i tylnej ci gnika 2  s  sobie 
równe. Odleg o  mi dzy osiami ci gnika nie jest du a i w zwi zku z tym takie za o enie jest 
mo liwe. Tory ruchu kó  przednich i tylnych prawie si  pokrywaj . Dla tego za o enia z warunku 
prostopad o ci wektorów 1010 RiV oraz 2020 RiV mo na okre li  po o enie chwilowego rodka
obrotu ci gnika oznaczonego jako O(X0,Y0).Z równa  iloczynu skalarnego: 

,0;0 20201010 RVRV  (9) 

wynika, e wspó rz dne chwilowego rodka obrotu ci gnika okre lone s  przez wyra enia: 
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Gdzie okre lone s  przez poni sze zale no ci: 11iBA
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Zak ada si , e chwilowy rodek obrotu ci gnika jest jednocze nie chwilowym rodkiem 
obrotu naczepy. Obowi zuj  wi c równania: 

.0;0;0 505040403030 RVRVRV  (12) 

Mo na za o y , e ko a osi trzeciej maj  porusza  si  po tych samych (zbli onych) ladach, co 
ko a ci gnika a wi c:

.3020 RR  (13) 

W zwi zku z tym obowi zuj  równania: 
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Z powy szego uk adu równa  oblicza si  wspó rz dne punktu 30 (X30 ,Y30)- rodka trzeciej osi, 
a nast pnie szukany k t skr tu kó  osi trzeciej .3 Uwzgl dniaj c równania (12)wyznacza si
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wspó rz dne rodków osi czwartej i pi tej - 40 (X40 ,Y40), 50 (X50 ,Y50), nast pnie mo na okre li
sk adowe wektorów pr dko ci: YXYX VVVVVV 505050404040 ,,, .Po prostych przekszta ceniach 
wyznacza si  warto ci k tów skr tu kó  osi czwartej i pi tej 4  i 5  dla za o onego warunku 
ledzenia torów kó  pierwszej i drugiej osi ci gnika przez ko a trzeciej osi naczepy .Odleg o ci

mi dzy ladami kó  poszczególnych osi okre la si  z zale no ci:

.4;3

,2;1

10501040

10302010

RRWRRW

RRWRRW
 (15) 

W niniejszych rozwa aniach za o ono, eW1 W2.
Wspó rz dne rodków osi kó  w uk adzie XY okre laj  poni sze wyra enia: 
dla ci gnika:
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gdzie wska nik i przyjmuje odpowiednio 10 lub 20 a oznaczenie D warto  równ a b d  (-b)
dla naczepy: 
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gdzie wska nik j przyjmuje odpowiednio 30,40 lub 50 a oznaczenie F warto  równ  b1,c1 
b d  d1.
Wspó rz dne rodków poszczególnych kó  w uk adzie XY okre laj  wyra enia: 
dla ci gnika:

,sincos cjkcjk cYYcXX  (18) 

gdzie
k = 1,2,3,4 a j = 10,20 

dla naczepy: 

,sincos njknjk cYYcXX  (19) 

gdzie
k = 5-9,11 a j = 30,40,50 

Poni ej przedstawiono w postaci wykresów wyniki oblicze  komputerowych dla modelu 
pojazdu o danych: a = 1,8 m, b = 2,20m, a1 = 3,0 m, b1 = 1,0 m, c1 = 3,0 m, d1 = 5,0m, 
c = 1,0 m, mc = 5000 kg, mn = 10000 kg, Vc = 5 m/s, Jc = 3000 kgm2, Jn = 6000 kgm2,
K1 = K2 = K3 = K4 = K5 = 165000 N/rad. 

144



Tracking Front Axle Wheels Trajectory by Rear Axle Wheels in An Log-Carrying Articulated Vehicle on a Bend 

3. Podsumowanie 
Przedstawiony model pojazdu cz onowego sk adaj cego si  z dwuosiowego ci gnika

i trzyosiowej naczepy z kierowanymi ko ami pozwala na ocen  wp ywu wybranych parametrów 
konstrukcyjnych, eksploatacyjnych i k tów skr tu kó  tylnych na tor ruchu pojazdu. Mo liwe jest 
okre lenie warto ci k ta skr tu kó  tylnych dla za o onej warto ci k ta skr tu kó  przednich 
i pr dko ci jazdy. Skr canie kó  tylnych zmniejsza warto  promienia krzywizny toru ruchu 
pojazdu.
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Rys. 2. Tor ruchu pojazdu dla : 1  0, 05 rad., 2 0,05  rad., 3 0,08 rad., 543

Fig. 2. A vehicle track for: 1 0,05 rad., 2 0,05 rad., 3 0,08 rad., 543 ,
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Rys. 3. Tor ruchu pojazdu dla 1 0,05sin t rad. , 2 13 , 4 0,08sint rad, 45

Fig. 3. A vehicle track for 1 0,05sin t rad. , 2 13 , 4 0,08sint rad, 45

145



J. Frankowski 

W dalszej kolejno ci rozpatrywane b d  modele pojazdów wieloosiowych i wielocz onowych
o wi kszej liczbie stopni swobody [9-10] z kierowanymi ko ami z wykorzystaniem hipotezy 
wspó pracy ko a ogumionego z nawierzchni  jezdni uwzgl dniaj cej niesymetryczne obci enie 
pojazdu si ami pionowymi w ruchu na uku drogi [2]. Zaproponowany zostanie system 
bezpo lizgowego sterowania ko ami wykorzystuj cy sterowanie uchybowe. W naczepach 
wieloosiowych i d u ycowych coraz cz ciej s  stosowane osie z ko ami kierowanymi. Mo na
rozró ni  mechanizmy skr tu samonastawne (skr t samoczynny) oraz ko a sterowane od siod a
ci gnika lub holu ci gnika. Kat skr cania kó  w kolejnych osiach jezdnych naczepy jest ustawiany 
za pomoc  uk adu d wigniowego lub hydraulicznego. Boczny po lizg ogumienia jest przyczyn
przyspieszonego zu ywania si  opon niekierowanych kó  naczep i przyczep znacznej d ugo ci
[11]. Kierowanie ko ami w pojazdach cz onowych ma istotny wp yw na szeroko  zajmowanego 
pasa drogi podczas skr tu, wielko  promienia skr tu mi dzy cianami b d  mi dzy kraw nikami 
jak równie  wewn trzny promie  skr tu [3], [12]. 
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